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Determinanten

Eine Mdglichkeit Gleichungssystem mit n Gleichungen und n Unbekannten zu Idsen ist die

Zum Inhalt dieses Textes

Verwendung von Determinanten.

In diesem Text wird gezeigt, was Determinanten sind und wie man sie berechnen kann.

Die Anwendung zum L&sen von Gleichungssystemen wird im Text 61013 besprochen.
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61012 Determinanten 3

1 Was sind Determinanten?

Eine Determinante ist ein quadratisch angeordnetes Schema aus ,,Zahlen“,
das nach einer festgelegten Berechnungsvorschrift zu einem Ergebnis fiihrt

Beispiele:
1 3 L N . . .
a) 5 5 ist eine zweireihige Determinante. Diese hat den Wert <.
11 3
b) 2 -1 -4 ist eine dreireihige Determinante. Diese hat den Wert 28.
5 3 1
1 2 3 4
4 3 2 1 L Lo : ;
c) 14 2 3 ist eine vierreihige Determinante. Dies¢ hat den Wert 65.
4 2 1 2
k k 1
d) 1 2k 1 Hier ist das Ergebnis ein Terrw.und zwar: = 4k% -2k +1
-1 1 2

Es gibt unterschiedlich¢ Berechnungmethoden. Das folgt jetzt.
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2. Zweireihige Determinanten

Berechnungsvorschrift fiir zweireihige Determinanten

b
' "|=ab,-ab, (1)
2 bZ
aq | al
Vom Podukt der Hauptdiagonalen b subtrahiert man das Produkt der Nebendiagonalen
2 8z
Beispiele:
(a) ! 2:1~4—3-2:4—6:—2
3 4
(b) 5 2 =5-9-3(-2)=45+6 =51
3 9
(c) 6 8 =6-12-9-8=72-72=0
9 12
4 0
d =4.0-(-2)-0=0
@ |, (-2)
k 2 . . .
(e) 4 6‘ =6k-8 Eine Determinante.kaari also auch Variable enthalten.
Zusatzfrage: Wann ist diese Determinarita.0? 6k-8=0 < 6k=8 < k=2=1%
12 3 1
() 5 %:12-5—53:6—15—_—9
5 5
=10-10=0
@ |, 5
(h) 18 =221 195410840
-9 M

Trainingsaufgabe 1

a) Raroshre die Werte der folgenden Determinanten:

5 7| |5 —1| |1 o| |11| |o 1| |5 o| |312|

3 6 1 2 0 1 11 -1 0 4 0 2 8 J3
b) Fir welche Werte von t haben diese Determinanten den Wert 0?

t 2 3t 2 t 9 2t -8

1 4\ 1 -3 4 t 4 t
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61012 Determinanten 5

3. Dreireihige Determinanten

Das Ergebnis einer dreireihigen Determinante ist ein komplizierter Term:

a4 b1 Cq

as b2 Co| = a1b203 +a2b3c1 +a3b102 —a1b302 —82b1C3 —a3b201

ag bz c3
Den merkt sich niemand. Dieser Term kommt bei der Berechnung der Lésung eines Systems(aisdrei
Gleichungen mit drei Unbekannten vor. Mathematiker haben sich Methoden ausgedacht, e man das

Ergebnis auf einfache Art berechnen kann. Hier werden zwei Verfahren vorgestellit:

1. Regel von Sarrus, die der Berechnungsmethode von zweireihigen Deteriiinaien dhnelt.

2. Die Entwicklung einer Determinante nach einer Zeile oder einer Spalte. Siehe 3.4
3.1 Die Regel von Sarrus lautet:

Zur Berechnung dreireihiger Determinanten schreibt man die 1. und/zy:eiie Spalte noch einmal

hinter die Determinante. Damit gibt es drei abwarts fihrende und’dreidufsteigende Diagonalen:

a Cq |a; by a; o
a;\lsg\&3 b, und a, p3
as b3 o3

Aus jeder dieser 6 Diagonalen bildet man ein Produk =!‘ie drei Produkte aus den abwarts fihrenden

Diagonalen werden addiert, die drei aus den aufsteigenden werden subtrahiert.

Beispiele:
3
a) 3 2 =2.2.905%0(-1)+1-3:1-(-1)-2:1-1.2-2-5-3-3=...=-30
™1
4 3 1|4 3
b) 2 2 512 2= 32+3u—10—(—12)—100—24=0
6 5 4|16 5

Determinanten, die I\ullen enthalten, lassen sich schnell berechnen:

1 4 5/l=1"4
c) 0 -3 21 0/-3=-3+16+0—(-30)—(-4)-0=47
2 2/ -2
0 7. 1507
d) 02 %2 | 03=0+28+0-90-0-0=-62
2/00 1|20
Trainingsaufgabe 2
4 2 1 11 2 5 2 -3 2 20
a) 3 3 1 b) 223 c) 2 1 -2 d) 13 2
2 41 -3 3 1 4 6 7 k 10
k 3 1 k k 1 1-k k1 0 k> -1
e) 2%k 2 5 f) 1 2k 1 q) 2 2 1 h) 1 1 -2
1 0 -2 11 2 4 1 - 3 0 k
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3.2 Wann hat eine Dreier-Determinante den Wert Null?

Man benétigt Determinanten bei geometrischen Untersuchungen mit Hilfe der Vektorrechnung.
Dabei ist es sehr oft wichtig, zu erkennen, ob eine Determinante den Wert Null hat.

Dafiir gibt es einige Regeln, die sehr hilfreich sind und das Rechnen sparen:

MERKE: Eine Determinante hat den Wert Null, wenn gilt:

(N1) Eine Zeile oder Spalte besteht nur aus Nullen.
(N2) Zwei Zeilen oder zwei Spalten sind identisch
(N3) Eine Zeile (Spalte) ist ein Vielfaches einer anderen.
Beweis:
Zu (N1): Beispiele: Die 1. Spalte enthalt nur Nullen bzw. die zweite Zaile.
0 b1 C1 0 b1 a1 b1 C1 I
zB. |0 by C| 0 by=0 oder |0 0 gBsl=w=0
0 b3 C3 0 b3 a3 b3 e

Zum Beweis schreibt man sich einfach das Ergebnis na¢ii'Sarrus auf und erkennt dann, dass
jede absteigende und jede aufsteigende Diagonale eine Null enthalt, wodurch alle sechs

Produkte 0 werden.

Zu (N2): Wir sehen uns den Fall an, in dem die eisie und zweite Spalte identisch sind.
ay a4 Cla;
as, ap; Cp (ay asp =aqasCz +aqazCsovwanasCq —asazCq—a4azCy —a4@5C3 = 0
a3 az Cz|az aj

Je zwei Produkte heben sich aur, alsg.ist das Ergebnis Null.

Zu (N3): Wir sehen uns den Fall an,n dem die zweite Spalte das k-fache der ersten ist:
a; ka; cq| a; Kkay
a, ka, cy | a !(24 =ka,a,C3 +kajazcy +kasazcq —kajsazcy —kajazc, —kajascy =0
as ka3 C3 | as 33

Je zwei Produkie hehen sich auf, also ist das Ergebnis Null.

Beispiele: Der Wert dieser Determinanten ist sofort zu erkennen:
1 2 A 1.2 0 1.2 1
(@) 0 0«0([>0 (b) 6 -1 0(=0 (c) 3 0 3[(=0
5 (ar 3 5 4 0 5 4 5
|1 2 3 12 3 4 2 -3
(d) 1/2 3|=0 e 3 2 -1=0 (f) 8 5 6|=0
5 4 3 2 4 6 16 4 -12
Begriindungen:  In (a) besteht die zweite Zeile aus Nullen.

In (b) besteht die 3. Spalte aus Nullen.

In (c) sind die 1. und 3. Spalte identisch.

In (d) die ersten beiden Zeilen.

In (e) ist die 3. Zeile das Doppelte der ersten.

In (f) ist die 3. Spalte das (—2)-fache der 1. Spalte.

A~ A~~~
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3.3 Linearkombinationen von Zeilen oder Spalten

Es gibt eine Rechenoperation ein, die man Linearkombination nennt:

Eine Linearkombination ist eine Summe aus Vielfachen von Zeilen bzw. Spalten.

Beispiele:
a) In der folgende Determinante bilden wir die 3. Zeile nach folgender Vorschrift:
Die dritte Zeile soll die Summe aus dem Doppelten der ersten Zeile und dem ['reiirchen

der zweiten Zeile werden:

2 1 3 2 -1 3 y R PN
1 2 4| = 1 2 4 =1 2% 4
. 2.2+43-1 2-(-1)+3.2 2.3+3-4| [7_4/ 18

Der Wert der Determinante ist dann Null:

2 1 3|2 1
D=1 2 4|1 2 =72-28+12-42-32+18=0C
7 4 18| 7 4

b) Die dritte Zeile soll jetzt die Summe aus dem r-faché ) der ersten Zeile und dem s-fachen

der zweiten Zeile werden:

2 -1 3 2 -1 3 2 -1
1 2 4| = 1 2 4 1 2
2r+s %250 3r+4s|2r+s -r+2s

=4(3r+4s)-4(2r+s)+3(*2s)-6(2r+s)-8(-r+2s)+(3r+4s)
=12r +16s - 8r = 4s- 3r+6s—12r—63+8r—16s+3r+4s:@

MERKE: Eine Determinante itat den Wert Null, wenn gilt:

(N4) Eine Ze!'s (Spalte) ist eine Linearkombination aus den anderen.
a b c a b
Beweis: d N f d e

ra+sd rb+s¢ rc+sf| ra+sd rb+se
=ae((c+f)+bf(ra+sd)+cd(rb+se)—ce(ra+sd)—af(rb+se)—bd(rc +sf) =0
dain nach dem Ausmultiplizieren heben sich je zwei gleiche Produktterme auf.

Hier'wirde das Beispiel untersucht, dass die 3. Zeile eine Linearkombination der

benr'en anderen Zeilen ist. Jeder andere Fall kann genauso untersucht werden.

Beispiele: i 1 g _0 denn die erste Spalte ist die Summe der zweiten Spalte und
3 1 2 der dritten Spalte
2 4 denn dritte Zeile ist die Summe aus der 1. Zeile und dem
1 -1 11]=0 Doppelten der zweiten Zeile.
7 0 -2
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